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UNIVERSITA' DEGLI STUDI DI MODE.NA
 

L~ dimostrazione del fatto che è possibile dividere 
I 

l'uno pp.r laltro due numeri dell'anello di Gauss e 

ottenere per resto un numero dalla norma minore del 

divisore si può ottenere anche come segue ( col 

vantaggio di poterla estendere anche ad altri anelli ): 

Sia t1 = a +bi e fì= c+di e sia da dividere ~/f-> 

I 

secondo il proc~dimento abituale si fa
 

(a+bi)/(c+di) = (a+bi)(c-di)/(c1-+ dt.) =
 

_,;;; ( (ac+bd) + i(bc~ad) ) / (c l + dl)
 

Si dividano ora la pavte reale ed il coefficiente
 

dell'immaginario per (c t + dl) : si ottiene
 

ac+ bd • (c 1. + dl.) P + U
 

bc - ad • (c~+ d~) q + v
 

essendo ~ in valore assoluto minori ciascuno

..0------

di 1/2 ( perchè non ci importa di avere resti negativi 

purchè siano piccoli in valore assolu~~) • Quindi 

Si osservi ora che il numero (u+iv)/(c1.+ d 1-) 

moltiplicato pe.r c+id dà un intero (,comI{esso) p 

che è il resto • Quindi 

d tN(p ) = N(c+id) N ( (u+iv)/(ct.+ ) )
 

Ma abbiamo osservato che ciascuno dei due numeri
 

u/(ct. + dl e v/(c1.+ d1..) è minore in valore
 

assoluto di 1/2 ~ la norma del numero
 

fu"' ue.-t' 



(u+ivi)/(c1.+ d") 

quindi la norma 

è 

di 

IIiÌnore di 1/4 + 1/4 = 

f è minore di quella 

1/2 

del divisore. 
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A~&llo dei numeri a + bp con a e - b ln~~~~ e p che 
obbedisce alla regola di calcolo 

( l) -1
 

Si noti anzitutto ché dalla (l) segue
 

(2) P3 
l= 

infatti mblti~licando la (l) per f si ha
 

f co -f~ _pi .. ( f + l ) - .P l
 

Diciapo "coniugato n del.numero a + bp il numero
 
. .t.
 

a + bp 
Si ha immediatamente che l'operazione di ooniugio è 
involutoria , per la (2); definiamo poi la "norma" di 

. un numero come prodotto del numero per il suo coniugat9_ 
Si ha 

l 
N(a+bf ) = (a+bp)(a+br ) 

.~ 2. b 
c a + 1) -. a 

Si verifica faoilmente che la norma di un nUmero
 
è sempre positiva; infatti si ha
 

&' L ~ I 
a + b - ab .. (a - b/2) + 3b/4 

Si verifica pu~e facilmente che
 
" La n~rma di un irodotto è il prodotto delle norme
 

dei fattori "
 
Sia infatti il prodotto
 

(a+br ) (c+df ) = ac + bd(-p -1) + (ad+bc)p =
 

.. ac-bd + (ad+bo-bd)f
 

allora la sua norma è data da 
(ao-bdt+ (ad +bc -bdf-(ao -bd)(ad +bc -bd) 

Sviluppando i calooli sl verifica che questa espressione 

-/. 
m.~, C) ~~' !1 ,:t!,~fL ~;.~ 14 ~'r.....-. 

~, y-,' ~ lVill =-- !V'tf) ~ 1v1rz.) 



~ uguale al prodotto delle nJrm& 
(a~+ b Z 

_ ab)(c z+ d2_ cd) 

Si osservi che è possibile dall'anello dei numeri 
ora de 'initi a+bp passare ad.un corpo-quoziente 
perchè è semplicissimo definire il reciproco di un 
numero : si ha infatti 
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Le stesse considerazioni si possono fare p9r l'anello 

dei numeri a+~V2; Bi definisce anzitutto il coniugato 

del numero a + bV2 come il numero a-bY2 e poi si 

definisce la no~rma di un numero come il valore assoluto 

del prodotto dei due coniugat~ 

N(a+btf2) z, /(a+bf2)(a-b"tf2)j:; /aL
_ 2b 'l./ 

rLsulta chiaro che la norma di un numero non può ess~re 

zero se ~l numera non è zero, perchè la e [uazione 

az-_ 2 b2.:; O 

non ammette soluzioni intere. Inoltr'" la norlLa di un 

prodotto è data dal prodotto delle nOrm$3: infatti 

(a+bl2)(c+dif2) • ac+2bd +(ad+bc)~ e quindi la sua 

norma è data da 
2, t. 

(ac+2bd) -2 (ad+bc) 

si verifica che questo numero è uguale al prodotto dei 

valori assoluti di 

'( 2, 1.)( t. 2-)a -2b c -2d 
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L'ideal.e (2, 1+v-:3) ( per le notazioni cfr. a pago 60 

nell'anello dei numeri a + bf con la regola 

di calcolo 

f 
~ 

=-f -
-

l 

è certo un ideale principale; ciò segue dalla proposizione 

alla fine di pago 66 e dal fatto che l'anello suddetto 

è certo euclideo (V. Allegato N° ) 

La proprietà è d'al~ronde facilmente verifi

cabile in via diretta. Infatti posto per un momento 

cL = l +..r::3 
si ha facilmente che è 

ex: = -2f 
~ 

Infatti ~ soddisfa alla legge di calcolo 

ci. 
~ 

=> 2(ex:-2) 

ed a questa soddisfa pure il numero 
2

-2p.• 
Quindi l'ideale suddetto è se~plieemente l'ideale 

principale generato dal numero 2 • 




