Van der Waerden - Algebba - pag. 69 - ( Anhang iJ}
UNIVERSITA DEGLI STUDI DI MODENA

La dimostrazione del fatto che & possibile dividerse
l1'uno per lgltro due numeri dell'anello di Gauss e
ottenere per resto un numero dalla norma minore del
divisore si pud ottenere anche come segue ( col
vantaggio di poterla estendere anche ad altri anelli ):

Sia o = a +bi e p= c+di e sia da dividere a/ﬁ

secondo il proc=dimento abituale gi fa
(a+bi)/(e+di) = (a+bi)(e-di)/(e*+ d*) =

= ( (ac+bd) + i(be-ad) ) / (e*+ d*)

Si dividano ora la pavte reale ed il coefficiente

dell'immaginario per (e?+ d*) : si ottiene

ac+bd = (¢*+ a") p + u |

be - ad = (e*+ d4") q + v

essendo e in valore assoluto minori ciascuno

di 1/2 ( perch® non ci importa di avere resti negativi

purch® siano piccoli in valore assoluto’) . Quindi

(a+bi)/(e+di) = p+iq + (u+iv)/(e?+ 4a%)

Si osservi ora che il numero (u+iv)/(c*+d”)
moltiplicato per ¢+id d& un intero (Hcomq;sso) P
che & i1 resto . Quindi

N(p ) = H(e+id) N ( (u+iv)/(e*+ 4" ) )
¥a abbiamo osservato che ciascuno dei due numeri
u/(c*+ a9 e v/(e*+ d&*) & minore in valore

assoluto di 1/2 sprqauivnéd: la norma del numero

pron con



(u+iv)/(c*+ 4°) & minore di 174 + 1/4 = 1/2

quindi la norma di (o & minore di quella del divisore.

= L

R Pl RS
2 ¢ 30 13 73 e
7 ¢85
= - < -
‘ 7 7D
I o N('/ e = il < 1
’3 76 9

¢ WVL(—M"’ /—44 /2"31./ AR

(r¢sc)( 27 3¢)

Lo +/7 ¢ = (4“(-') (2e3)  +
' 73

o (4-cD(2F38) t (g +<)

G Il e LB IR sy T

A e ) = A/(ﬂ‘) A oz AN

13
Al e e (;A;v-'r-«-(/
é/{”’" /?WWM b LA {W-t"w’— a@‘%ﬁ@—‘_{ T /:'_! é2
G 7

&% PM“’



Van der Waerdem — Algebra - pg. 69 - Aufg. 5 X

UNIVERSITA DEGLI STUDI DI MODENA

Abello dei numeri a + bp con 2 e b interi e o che
obbedisce alla regola di calecolo

2
(l) P = —f) -1
Si noti anzitutto che dalla (1) segue

(2) 93 = 1
infatti moltivplicando la (1) per P si ha

# - -PL —ﬁ = ( p o+ 1 ) - p = 1
Diciampo Yconiugato " del numero a 4+ bP il numero
2
a + b?

Si ha immediatamente che l'operazione di coniugio &
involutoria , per la (2) ; definiamo poi la "norma" di
.un numero come prodotto del numero per il suo coniugato.

Si ha y FR
N(a+bf ) = (a+bp)(a+bf ) = a + bP + ab (e i ﬁj =

=& % ﬁ - ab

Si verifica facilmente che la norma di un numero
¢ sempre positiva ; infatti si ha
2y 2 2
a +b-ab=(a - b/2) + 3b/4

Si verifica puwe facilmente che
‘" La nbrma di un prodotto & il prodotto delle norme
dei fattoxi "
Sia infatti i1 prodotte
(a+bf ) (c+d€ ) = ac + bda(-p -1) + (ad+bc)P =
= ac-bd + (ad+bc-bd)9

allorazla sua norma & data da
-5
(ac=bd) + (24 +bc -bd) -(ac -bd)(ad +be -bd)

Sviluppando i calcoli si verifica che questa espressione
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¢ uguale al prodotto delle n.rue
(a®+ b*- ab)(c’+ a°- ca)

Si osservi che & possibile dall'anello dei numeri
ora definiti a+bP passare ad un corpo-gquoziente
perché & senplicissimo definire il reciproeo di un
numero : si ha infatti

1/(a+bf) = (a+bPZ)/H(a+bP )
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Le stesse considerazioni si possonc fare per 1l'anello
‘dei numeri a+£ﬂ5‘; 8i definisce anzitutto il coniugato
del numero a + bVE‘ come il numero a-b¥2 e poi si
definisce 1la noerma di un numero come il valore assoluto
dél prodotto dei due coniugati

N(a+bdV2) :,(a+bf§)(a—bﬂé)i= Ja* —2b?/
risulta chiaro che la norma di un numero non pud essere
zero se +l1 numers non & zero, perché la e uazione
N

non ammette soluzioni intere. Inoltr= la noria d4i un
prodotte érdata dal prodotto delle norme=z: infatti
(a+dV2)(c+dV2) = ac+2bd +(ad+bc)V2 e e i e
norma & data da

(ac+2bd)2—2 (ad+bc)z
si verifica che guesto numero & uguale al prodotto dei
valori assoluti di

(a¥=2b" )(e*-2d%)
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L'ideale (2, 1+¥ -3 ) ( per le notazioni c¢fr. a pag. 60
N° 4 ) nell ‘anello dei numeri a + bf con la regola

di calcolo
2

ARG A
& certo un ideale principale; ¢id segue dalla proposizione
alla fine di pag. 66 e dal fatto che 1'anello suddetto
& certo euclideo ( V. Allegateo N° <& ) .

La proprieta & d'aldronde facilmente verifi-
cabile in wvia diretta. Ihfatti posto per un momento

a = 1 +y=3

si ha facilmente che &

a = =2 ft
Infatti o soddisfa alla legge di calcolo
o
a = 2 (a=-2)

ed a2 guesta soddisfa pure il numero -29?.
Quindi 1l'ideale suddetto & semplicemente 1'ideale

principale generato dal numero 2 .





